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2horas
Nome: Turma:
Espaco reservado para classificagoes
1a.(10) 2a.(15) 3a.(15) 5.(10)
1b.(20) 2b.(15) 3b.(15) 6a.(10)
1c.(15) 2c.(15) 4a.(15) 6b.(5)
2d.(15) 4b.(15) 7.(15)

Atencao: todas as questoes devem ser devidamente formalizadas e justificadas.

1. Seja (X,Y) uma variavel aleatoria bidimensional discreta com funcgéo probabilidade conjunta f(x,y) dada
por

x\y 1 2 3
0 1/15 | 2/15 | 3/15
1 |2/15| 3/15 | 4/15

a. Calcule E(Y) e E(Y| X =0). Sera que o resultado obtido Ihe permite concluir sobre a possivel
independéncia entre as variaveis? Justifique cuidadosamente a sua resposta.

b. Calcule P(X =0,Y <2), P(X=0]Y <2) e E(XY)

c. Obtenha a fungdo probabilidade de Z =X +Y e calcule P(Z=3| X =1).

2. Seja X uma varidvel aleatéria com fun¢do densidade dada por f, (X)=2x, 0<x<1.

a. Obtenha a fungdo de distribuicdo de X e obtenha também o valor esperado de X .
b. Obtenha a funcdo de densidade de V = —41n X e identifique a distribuicao.
Seja Y uma outra varidvel aleatéria cuja funcdo densidade marginal, condicionada por X =X, é

1
uma uniforme entre 0 e x, isto &, f,, (Y[X)==, 0<y<x. Obtenha a fun¢do de densidade
X

conjunta do par (X,Y) e obtenha também a fung¢do densidade marginal de Y .
d. Calcule P(X >0.25| X <0.5) e P(Y > X?).

3. Os doentes chegam ao servico de urgéncia de determinado hospital, entre as 8 e as 20h, de acordo com um
processo de Poisson com taxa de 20 por hora.
a. Qual a probabilidade de chegarem pelo menos 5 doentes entre as 9 e as 9h15? Recalcule esta
probabilidade sabendo que entre as 9 e as 9h03 chegaram 2 doentes.
b. Calcule a probabilidade do tempo necessdrio para se verificarem 10 chegadas consecutivas ser
superior a 60 minutos.



Admita que o peso real das macgas contidas num saco pré-embalado de 2kg segue uma distribuicdo normal de
média 2020 g e variancia 640.

a. Qual a probabilidade de se um saco conter menos do que o peso de referéncia (2kg)? Sabendo que
®*(0.75) =0.6745, obtenha o terceiro quartil da distribuicdo do peso de um saco.

b. Comprados 10 sacos nas condicOes anteriores qual a probabilidade de que exatamente 9 deles
tenham mais do que o peso de referéncia?

Recolheu-se uma amostra casual de dimensao 16 de uma populacdo normal. Qual a probabilidade de a média da
amostra diferir da média da populagdo por um valor superior a 0.438 vezes o desvio-padrdo corrigido da
amostra?

Considere 5 caixas idénticas numeradasde 1a 5. Acaixai (i = 1,2,3,4,5) contem i bolas brancas e (5 — i) bolas
pretas. Uma caixa é selecionada aleatoriamente e dessa caixa sdo retiradas sem reposi¢ao 2 bolas.

a. Qual a probabilidade de que ambas as bolas sejam brancas?

b. Sabendo que as duas bolas sdo brancas qual a probabilidade de terem sido retiradas da caixa 3?

Sejam A e B dois acontecimentos do espago de resultados Q . Sabendo que P(A)=3/4 e P(B) =1/3, mostre
que 1/9<P(B| A) <4/9. Justifique cuidadosamente o seu raciocinio.



Solugdes

1.
2 E(Y)=Ix—42x213x L o3t o By X 20)2ixt42x243xo1d
15 715 15 15 6 6 6 6

Uma vez que E(Y) = E(Y | X =0) podemos concluir que ndo existe independéncia entre as variaveis

(ainversa ndo seria verdadeira).

b. P(X=0,Y <2)=f(0,1) =1/15
flo) _1/15 _ 1
P(X =0y <2)=77= =2
20 4

3 4
E(XY)_1X1XE+1XZXE+1X3XE_E_§

c. Afuncgdo probabilidade de Z = X +Y sera dada por
1 2 3 4
f,(2) 1/15 4/15 6/15 4/15

P(X+Y=3AX=1) P(Y=2X=1)
P(X =1) - P(X=1)

P(Z =3 X =1) = P(X +Y =3| X =1) = g %

2. Hx(=2x 0<x<1,

0 x<0
a. Fy(x)=1{x? 0<x<1.
1 x=>1

E(X) = f) x fydx = [ 22 dx = (2 )Ozg

F,(v)=P(V <v)=P(-4InX <v)= P[Inx z%’): P(X>e™"")

= J‘:im 2xdx = (xz ];/4 _1—e?  y>0

_ i _ ,—v/2) — l -v/2
fV(v)—dx(l e )—Ze v>0
Tratando-se da distribui¢do exponencial de parametro %.

¢ f(xy)= i (y]%) fX(x)=%x2x=2 0<x<1, 0<y<x.

fY(y)=IJde=(2x]ly=2(1—y) O<y<1

0.5 05
P(0.25< X <05) _ ., 2xdx (¥ 05025 1
P(X<05)  [Maxdx (] 0.5 4

2 3T 1 1) 1
P(Y>X2 II 2dydx = I 2y], dx = ZJ X—x* dx 2(% %1: (E—éjzg

d. P(X>025|X <05)=

a.
X, — N2 de chegadas entre as 9 e as 9h15 (15 minutos) X1~Po(?)

P(X;>5)=1-P(X; <4)=1-0.4405 = 0.5595

X5 —N2 de chegadas entre as 9 e as 9h03
X3 — N2 de chegadas entre as 9h03 e as 9h15 (12 minutos) X1~Po(?)



P(X;=25|X, =2)=P(X323)=1—-P(X3<2)=1-0.2381 =0.7619

b.
T — Tempo (em minutos) para 10 chegadas consecutivas

L1 2T 2
T~G (10, 3) logo S ~X(20)
P(T > 60) = P (% > 40) = 0.005 (tabela)

4,
a. X peso real das magds contidas num saco X ~n(2020;640)
P(X <2000) = QJ(MJ ~®(-0.79) =1-0.7852 = 0.2148 (tabelas) ou 0.2146 (maq)
/640
0, :P(X <q;)=0.75 logo
g, — 2020 q,—2020
O =— [=075 =——=0 (0.75 =2020+0.6745+/640 = 2037.064
( /640 j NG O =% "
b. N ndmero de sacos em 10 com peso superior a 2kg. N ~b(10; p) com
p=P(X >2000)=1-0.2148=0.7852 (tabelas)
10
P(N =9) =( 9 J p’(1— p)' =10x0.7852° x0.2148 = 0.2437 (tabelas)
5.

[ X~

s'/Jn

P(|X - |>0.4385")= P( > 0.438X4J =P([T|>1.752) = 2x0.05=0.10

JaqueT = a1y € que a distribui¢do t-Student € simétrica em torno do valor 0.

X —u ~t
s'/dn ¢

6. a.Sejam os acontecimentos
B — As 2 bolas sdo brancas
C; — As bolas foram extraidas da caixa i (i bolas brancas e 5 — i bolas pretas)

5
P(B)= ) P(BIC) X P(C)
0 i=1

i\, (5-i 0 i=1
com P(C)) = 1/5e P(BIC) = (G*(5) . _, 5={£X(i—1) s
5 — &y — Ly ey
() 50 ¢
Logo
P(B)—O><1+2x1+6x1+12x1+20x1—40—04
- 7572075 2075 2075 2075 100
b. P(C;|B) = PEIEXP(C) _ 355 006 _ 6 _ 4
: 3 - P(B) T 04 04 40
7.
P(BIA _P(AnB)
(BlA) = CA)

Ora P(ANB) = P(A) + P(B) —P(AUB) =2+~ P(AUB) = —— P(AUB)
Por outro lado, sabe-se que
P(AUB) = max(P(A),P(B)) = max G,%) = %

e que



3 1
P(AUB) <min(P(A) + P(B),1) —mm(4 3 1) mm(

Donde

SP(AUB)Sleportanto%—lSP(AnB)Si—z—— |stoe

E portanto 2 < P(A|B) <Yz ou sejag L< P(A|B) < =

13
12’

1>=1

<P(AnB)<—



